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Bei der Separation der Schr6dinger-Gleichung fiir ein Elektron im Feld zweier festgehal- 
tenor Punktladungen tr i t t  eine zweiparametrige Eigenwert-Differentialgleichung fiir die yon 
der ersten elliptischen Koordinate tt abhgngige Funktion U(#) auf. Ffir U(#) warden yon 
HYLLERAAS (1931) und yon JaF~'~. (1933) Reihenentwieklungen angesetzt, deren Koeffizienten 
jewefls als Eigenvektoren einer yon der benutzten Basis abhgngigen Jacobischen Matrix zu 
bestimmen sind. In  dieser Arbeit wird bewiesen, dab die aus den beiden Ans/~tzen resultieren- 
den Matrizen dieselben Eigenwertkurven besitzen. Unter  der Annahme, dab das Verhgltnis 
RZ/io ungleich einer natiirliehen Zahl ist, wird eine nur yon diesem Verh~Itnis abh/~ngige 
regulKre Diagonalmatrix konstruiert, welche die zwei Matrizen ineinander transformiert sowie 
deren geeignct normierte Eigenvektoren, also die KoeffizientensfLtze der zwei Entwicklungen, 
ineinander iiberfiihrt. 

I f  Sehr6dinger's equation for an electron moving in the field of two stationary point 
charges is separated, an eigenvMue differential equation containing two separation constants 
arises for the unknown function U(#), where # is the first of the three prolate spheroidal 
coordinates. For U(#), HYLT.ER~AS (1931) and JAFF~ (t933) introduced two series expansions, 
the coefficients of which have to be calculated as latent vectors of a tridiagonal matrix depend- 
ing on the basis chosen. This investigation contains a proof that  the matrices resulting from 
the two expansions have the same latent roots. Provided the ratio RZ/io is not a positive 
integer, a regular diagonal matrix - depending on this ratio only - is constructed which 
transforms the two matrices into each other and correlates their properly normed latent 
roots, i. e. the systems of coefficients of the two expansions. 

La sgparation de l '6quation de SchrSdinger pour un 61ectron au champ de deux charges 
ponctuelles fixes conduit s nne 6quation propre ~ deux param~tres pour la fonction U(#) de 
la premigre coordonn6e elliptique/~. HYLLERAAS (1931) et JAFFa (1933) donnaient des expan- 
sions en s6rie, dont les coefficients sont s d6terminer comme vecteurs propres d'une matrice 
tridiagonale d6pendant de la base choisie. Nous d6montrons, que les matrices r6sultant des 
deux proc6d6s ont les m~mes vMeurs propres. A condition que le quotient _Rz/p ne soit pas 
6gal & un nombre naturel, nous construisons nne matrice diagonale r6guli~re ne d6pendant 
que de ce quotient. Cette matrice transforme les deux matrices l 'une en l 'autre et aussi les 
jeux de coefficients des deux s6ries. 

Se i t  e t w a  t0  J a h r e n  w e r d e n  in z u n e h m e n d e m  Marie die  W e r t e  des  E n e r g i e -  

p a r a m e t e r s  p u n d  der  S e p a r a t i o n s k o n s t a n t e n  A ~ sowie  die e x a k t e n  E i g e n f u n k -  

t i o n e n  des  q u a n t e n m e c h a n i s e h e n  Z w e i z e n t r e n - P r o b l e m s  fiir  die  t i e f e r en  gebun-  
d e n e n  Zust/~nde bei  v e r s e h i e d e n e n  W e r t e n  y o n  RZ b e r e e h n e t  (so y o n  WALLIS 

* Frau Prof. Dr. R. MOUFANG zum CO. Geburtstag gewidmet 



22 K. I-IELFRICI-I und H. HAt~T~ANlq: 

[16, 17], BATES [2], :BATES [3] (Hell++) und CooLEY [7]). Mehrfach wurden diese 
Zweizen~ren-Funktionen (engl. dia~omic orbitals oder abgekfirzt DOs genannt) schon 
als :Bahnfunktionen zur Berechnung yon Mehrelektronensystemen wie dem Wasser- 
stoffmo]ekfil (HYLL~AAS [11], WALLIS [16, 17], MU~AI, COOLEr [7, 8]) sowie 
dem Heliumhydridrion IteH+ (WAT,LIS [16, 17]) verwandt. Dabei hat WALLIS 
den unten angegebenen Hylleraas-Ansatz ffir U(#) zugrunde gelegt, w/ihrend alle 
anderen Arbeiten auf dem Jaff6-Ansatz ruben. Insbesondere im Hinblick auf die 
Tabellierung der wesentlichen Parameter p und A' yon WALLIS eincrseits, yon 
BA~V,s [2] andererseits ffir den Fall Z i = Z  2 ist zu kl/iren, wie sich die nach den 
beiden Methoden erhaltenen Ergebnisse zueinander verhalten und ob auch schon 
N~herungsresulbate miteinander vergleichbar sind. Da die Parameter p und A' 
eng mi~ den Eigenwerten yon Observablen verknfipft sind (EtCIKSON und HILL [9]), 
mfissen zwei richtige LSsungsmethoden fibereinstimmende Zahlenwerte ffir sie 
liefern. Die K1/~rung ist dennoch erforderlich, well verschiedentlich Zweifel an 
der :Brauchbarkeit des ersten Ansatzes ge/~ul3ert wurden; wir kommen hierauf am 
SchluB dieser Untersuchung zuriick. 

Bekanntlich ist die zeitfreic SchrSdinger-Gloichung 

( A Z 1 Z ~ )  
2 ~1 ~ ~ = E ~  (t)  

ffir ein Elektron ira Feld zweier Punktladungen Z i Und Z 2 yore Abstand R in den 
durch 

Rv = r i - r 2 (2) 

definierten Koordinaten des gestreckten Rotationsellipsoids separabel. (Wegen 
hier unbewiesener Aussagen vergleiche man z. ]3. die zusammenfassende Dar- 
stellung yon B~CKI~G~AM.) LSsungen yon (l) lassen sich also in der Form 

~f = U(/~) V(v) W(q~) (2a) 
darstellen. 

Dabei hat  W(~) die Form e ~ i~  m i t m  = 0, 1, 2 . . . .  , w/~hrend V(v) eine 
LSsung der Differentialgleichung 

Tv(t_v)~g 2 d _ A ' _ R ( Z  i - Z ~ ) v - p ~ ( i - # ) - ~  V(v)=O (3) 

darstellen und fiberdies im ganzen Intervall - l _ <  v_< l endlich, eindeutig und 
stetig sein mul~. Diese zus/~tzliche Forderung kennzeichnet (3) ffir festes m u n d  
festen Weft  yon R(Z i -Z~)  als Eigenwertproblem mit den zwei Parametern 
~ : - A '  (Separationskonstante) und y~=--p~ (p ist Energieparameter: p~= 

- -  2 E R~). In der (A ~, p~)-Ebene erhi~lt man ein Kurvensystem aus unendlich 

vielen, getrennten Eigenwertkurven; zu jeder Eigenwertkurve (l, m) gehSrt eine 
Schar yon Eigenfunktionen, wobei p der Scharparameter ist. (Die Numerierung 
sei so vorgenommen, dab l = m, m + l, . .  ~ ist.) Im Fall Z i = Z~ heiBt (3) Sph/~roid- 
Differentialgleichung, ihre LSsungen heiBen Sph/~roidfunktionen. Jedes Eigen- 
werbproblem (3) zerf/~llt jetzt noch in zwei Teilprobleme ffir die geraden bzw. 
ungeraden LSsungen. Die hier geforderten L5sungen yon (3) sind die speziellen 
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Sph~roidfunktionen pstrn(u,-  p2). Sie sind mit  l - m  gerade oder ungerade und 
haben l -  m einfaehe Nullstellen. 

Aueh im allgemeinen Fall hat  ~0 l - m  yon V(v) herrfihrende Knotenfls 
welehe i. a. die Form einer Sehale eines zweisehaligen Rotationshyperboloids 
besitzen, yon denen eine aber aueh mit  der Ebene ~ = 0  zusammenfallen kann. 
I-Iinsiehtlieh der Darstellung der Funktionen V(u) kann auf das Kapitel  6 yon 
BUCK~GI~Ar~ und im Fall Z 1 = Z~ auf das Werk yon Mmx~E~ und SC~24FKE ver- 
wiesen werden. 

Wit  betraehten nun die letzte sieh aus der SehrSdinger-Gleiehung (1) und dem 
Separationsansatz (2a) ergebende Differentialgleiehung 

( , . ~ - 1 ) ~ +  + 2 R Z ~ -  (t~ ~ - i )  y2_(  U(~)=O,  (4) 

in der 2 R Z  ---- R Z  1 -k RZ2 gesetzt wurde. Sie enth/~lt - neben RZ und m - wie die 
Gleichung (3) sowohl die Separationskonstante A ~ als aueh den Energieparameter p. 
Die Forderung, dab eine LSsung U(~) aueh noeh eindeutig und quadratintegrabel 
im unendlichen Intervall  t ~  #_< oo sein soll, charakterisiert (4) bei festem m u n d  
R Z  als zweiparametriges Eigenwertproblem wie (3). In  der (A ~, p~)-Ebene ergibt 
sich ein zweites System yon Eigenwertkurven mit  unendlich vielen, getrennten 
Kurven (/c, m). Dabei ist/c = 0, t ,  2, . . .  gleieh der Knotenzahl der zugehSrigen 
Eigenfunktionensehar, d. h. gleich der Zahl yon Knotenfl/~ehen yon ~0, welche die 
Gestalt eines Rotationsellil0soids besitzen. Der Schnit tpunkt (A',  p~) einer zum 
Problem (3) gehSrenden Eigenwertkurve (l, m) mit  einer zum Problem (4) gehSren- 
den Eigenwertkurve (/c, m) liefert dann ~ = In  1 + m > ,  wenn, wie iiblieh, 
n dureh n = /c § l § I eingeffihrt wird. 

Zur LSsung des Eigenwertproblems (4) ffihrte HYLLEtCAAS (1931) die neue 
Variable x gem~B 

x = 2p (/~ -- l) 

mit  dem Variabilit~tsbereieh 0 _< x _< co ein. Definiert man die zugeordneten 
Laguerresehen Polynome dureh 

(re+s)  ! 
L m + s ( x ) -  re!s! ~ F ~ ( -  s , m  § l , x )  , 

so lautet der yon tIYLLE~AAS (193t) vorgesehlagene und yon BABEI~ und HAss~ 
(1935) modifizierte Ansatz fiir U(/z) folgendermaBen: 

m x o o  ~ m  
U ( ~ ) = ( ~ - t ) ~  ~ ~ )2 c~ ~+~(x) . (5) 

s = 0  

Speziell im Fall m = 0 wird U(tt) also nach Funktionen entwiekelt, die ira Sinne der 
Definition des inneren Produktes zweier Funkt ionen/(x)  und g(x) dureh 

O O  

(/, g) = ~ /* (x) g (x) dx 
x =O  

ein vollst/~ndiges Orthonormalsystem bilden. 
Zur Abk/irzung wird noch gesetzt : 

RZ R Z  
a = - - - - m - - i  , 9 = - -  �9 

P P 
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Geht man  mit  dem Entwieklungsansatz  (5) in die Differentialgleichung (4) ein, 
so folgt aus einem Koeffizientenvergleieh unter  Benutzung einer l~ekursions- 
formel ffir die Laguerreschen Polynome sowie ihrer Differentialgleiehung (vgl. z. B. 
WALLIS [16]), dab folgende Beziehungen zwisehen den Koeffizienten c~ erffillt 
sein miissen : 

7s cs - ,  + (fis + A')~s + as  cs+l = 0 (s = 0, i ,  2 . . . .  ). (6) 

Die Koeffizienten as, t~s, 7s dieses unendlichen linearen homogenen Gleichungs- 
systems ffir die Unbekann ten  cs sind dabei 

c , s = ( s + m + i ) ( s - m - a )  

fls = (m + i ) ( m  + a )  + 2 p a - -  2 s ( s  + 2 p - - a )  (7) 

7s = s (s - I - a). 

Wir  fasson nun  die gesuchten Koeffizienten cs zu einem Spal tenvektor  c zu- 
sammen und  ffihren die dem Hylleraasschen System (6) entsprechende Matrix H 
ein, wobei wit generell Zeilen- und Spaltenindiees yon 0 ab laufen lassen wollen. 
H ha t  die F o r m  

/ ,8o ~o o o o \ 
Y, fl, ~i 0 0 ) 0 Y2 fi~ ~ 0 

H = 0 0 7a fia ~3 (8) 
0 0 0 74 fi4 

H ist also eine Jacobisehe Matrix (Tridiagonalmatrix, Kodiagonalmatrix) ,  da 
H,~ = 0 ftir l i -  k l > l .  Dann  1/~Bt sich das Gleiehungssystem (6) wegen Y0 = 0 in 
der Fo rm 

H c = 2 c (9) 

schreiben. Da nur  solehe LSsungen des unendliehen linearen homogenen Systems (9) 
gesueht werden, ffir die die Reihe (5) quadrat integrabel  fiber das Interval l  
0_< x_< cxD ist, stellt (9) ein Eigenwertproblem hinsiehtlieh 2 = -- A '  dar. [Ohne 
diese Zusatzforderung ist (9) ffir jeden Wer t  yon  A '  nichttrivia] 15sbar, man  
braucht  ja (ira Normalfall  nichtversehwindender Elemente  cos) nur  c o willkfirlieh 
zu wgh]en und  die weiteren Koeffizienten % c 2 . . . .  sukzessive mittels der Bezie- 
hungen (6) zu bereehnen.] 

JAFF~ (1933) ha t  ffir U(tt) den Ansatz  
m co / \#__1 s 

U (~) = ( # ~ -  t ) ~ - ( #  + 1)~ e - ~  ~. gs ~ )  (i0) 
S = 0  

angegeben und  erh/~lt ebenfalls ein System der Fo rm (6) : 

y's gs-, -t- (fis' + A')  gs + ~x's gs+, = 0 (s = 0, t,  2 . . . .  ). (1t) 

Die Elemente  ~r ys' sind hier:  

,Xs' = (s + l) (s + m  + t) 

t3s' = ( r e+ t )  (re+a) -]- 2 pa - -  2 s  ( s + 2 p  - -  a) (t2) 

7~' = (* - l - a) (* - m - 1 - ~). 
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Wei170 i. a. ungMeh 0 ist, aber die Summat ion  in (~0) erst bei s = 0 beginnen soll, 
mug  g-1 = 0 zns~tzlieh zum Bestehen yon  ( i t )  gefordert  werden. Beriieksiehtigt 
man  diese l~ordernng in (~1) gleieh mit, so reduziert  sieh die erste Beziehung zu 
(~; _t_ A ' )  ~0 @ dg; Yl = 0. 

Wir f~ssen nun die Koefflzienten g8 zum Spaltenvektor  g zusammen und  deft- 
nieren die M a t r i x J  in Analogie zn (t0). Ih re  Diagonalelemente sind also gleieh fls' 
(s = 0, t ,  2 . . . .  ), ihre oberen Kodiagonalelemente gleieh as' (s = O, I, 2 . . . .  ) 
und ihre unteren Kodiagonalelemente gleieh 7s' (8 = t, 2, . . . ) .  Dann  erhalten 
wir - wegen der Forderung der Quadratintegrabil i t~t  yon  U(#) - aus dem Jaff~- 
Ansatz  (t0) das Eigenwertproblem 

J g  = 2 g  (~. = - - A ' )  (13) 

beziiglieh A ~ in Matrizensehreibweise. 
~rir  wollen im folgenden unter  der N- ten  Absehni t t smatr ix  HaT der Matrix H 

diejenige quadratisehe 3/[atrix mit  N +  1 Reihen verstehen, die aus der unend- 
lichen ~ a t r i x  H dureh Weglassen der Zeilen mit  i > fir und  der Spalten mit  
k > N entsteht .  Entspreehend wird J x  definiert. Die Elemente  dieser Matrizen 
h/ingen yon  p, m nnd R Z  ab. 

Nun  behaupten  wit die Riehtigkeit  der folgenden Aussagen:  
(I) Die Matrizen H n n d J  haben (bei festen Werten  yon  m and  RZ) dieselben 

Eigenwertkurven.  Aueh die Absehni t tsmatr izen HN und  J N  haben dieselben 
Eigenwertkurven.  

(II) Falls ~ = _RZ/p ungleieh ~, 2 . . . .  ist, geht  die M a t r i x J  ans der Matrix H 
dureh eine Aquivalenztransfornmtion mi t  einer Diagonalmatr ix  D hervor:  

Dabei  ist 
J = D - 1 H D  . 

i 8 
Du = ]7  - -  

s=l s - -~  
Asymptot i sch  gilt ffir n --, oo : 

D n n ~ - o F ( - ~ ) w  ~ . 

Falls ~ keine der Zahlen der Folge t, 2 . . . .  , N ist, geht  die A b s c h n i t t s m a t r i x J x  
aus HN dutch  eine Aquivalenztransformat ion mi t  einer Diagonalmatr ix  D x  
hervor, deren Elemente  sieh nach der soeben angegebenen Formel  ffir D~i bereeh- 
ncIl .  

( I I I )  Falls Q nieht gleieh t, 2, 3, . . .  ist, lassen sich zwei Eigenvektoren c yon  H 
und g yon  J so normieren, dal3 c o = go, und  falls c und  g zu demselben Eigen- 
wert  A '  geh6ren, gilt 

c = D g  b z w .  g = D-lc.  

Falls p keine der Zahlen der Folge t, 2, . . . ,  N ist, gelten entspreehende Aussagen 
fiber die LSsungsvektoren cN nnd  gN der Absehnit tsprobleme. 

Wir skizzieren nun die Beweise ffir die eben formulierten Behauptungen.  
Dabei stfitzen wir uns auf  die aus den Beziehnngen (7) und  (1.2) folgenden Identi-  
t~ten : 

/V = /b (s = 0, l,  2, . . . ) .  

~'7'~+1 = ~7~+: (14) 
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Die Diagonalelemente der Matrizen H und J sind also gMeh, und auBerdem 
stimmen die Produkte symmetriseh zur Hauptdiagonalen liegender Kodiagonal- 
elemente tiberein. In die Bereehnung des Wertes des charakteristisehen Polynoms 
einer Jaeobi-~atrix gehen aber nur die Hauptdiagonalelemente und die Produkte 
gegeniiberliegender Kodiagonalelemente ein. Bezeiehnet n/imlieh [r (4) den Wert  
des eharakteristisehen Polynoms der r-ten Abschnittsmatrix an der Stelle 4, so gilt : 

/0(4) = flo -,~ 
/1(4) = ( # ~ - 4 ) / o ( , D  - o,07~ 

fr(2) = (fir --4) ]r-l(2)  --  OCr-~ 7r /r -~(2)  (r = 2 (l) N). 

(Vgl. z. B. Fox, S. 243.) 
Die Abschnittsmatrizen HN und fin haben also dasselbe charakteristische 

Polynom, mithin dieselben Eigenwerte. Da dies ftir alle Absehnittsmatrizen, 
d. h. ftir alle Zahlen N, zutrifft, so stimmen aueh die Eigenwerte der vollen Matrizen 
als It/~ufungsstellen yon Eigenwerten der Absehnittsmatrizen iiberein. 

Damit ist die Behauptung (I) bewiesen. Auch fiir numerische Rechnung ist 
die Tatsache bedeutsam, dab beide Methoden nicht nur gleiche Grenzwerte, sondern 
bei gleiehem N/~herungsgracl, d. h. gleicher Absehnittsnummer, aueh sehon gMche 
Naherungswerte liefern. 

Es sei nun @ keine natiirliehe Zahl. Dann kann man sowohl H wie J ( J  sogar 
immer) dureh Diagonalmatrizen D H bzw. D] auf eine gemeinsame Grundform F 
transformieren, wobei 0000) 

~o71 fl~ t 0 0 
0 "172 fi2 1 0 

F = 0 0 ~2Ya fi3 t 

Die Transformationsmatrix D H, die verm6ge 
F = D H-1 H D H 

diese Uberfiihrung leistet, hat die Gestalt 

t 0 0 0 

/ o  • o o 
0r o 

0 0 0 
D H = 0% c~ 1 

1 
0 0 0 

0r 0r ~'2 

(15)  

Wegen der hinsichtlich @ ausgesprochenen Einschr/inkung sind alle Nenner 
der Diagonalelemente yon Null verschieden. (Eine derartige Transformation 
erfolgt beim IIessenberg-Verfahren; zu ihrer Wirkung vgl. z. B. Zvn~tfmL S. 329.) 

Analog ist die Transformationsmatrix D] gebaut, die 

F ~ D ] - I J  D 
bewirkt. 
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Die zusammengesetzte  Transformat ion 

D = D H D ]  -1 (16) 

iiberfiihrt dann  H in D (vgl. Fig. t) : 

J= D -~HD. (17) 

Gemgg ihrer Definition (16) und wegen (15) ha t  die Di~gonalm~trix D die 
Elemente  : 

i a '  1 
D~== H - -  ( i = 0 , 1 , 2 , . . . )  . 

8 = 1  0r 

(Wir verabreden, im l~all i = 0 dem Produk tsymbol  den Wer t  i zu geben.) Setzt  
man  fiir c~s-1 und  r die entsprechenden Ausdriieke aus (7) bzw. (12) ein, 
so erhglt man  

(is) 
s = l s - - ~  "~ DH 

Wegen der Gsugsehen Prodoktdefinition der Gamma- 
funkt ion D 

/~(z) = lim z ( z + l ) . . . ( z + n )  

und mit  z = - 9 gilt dann  fiir n - ~ o o  asymptot iseh : 

D n n  ~'~ - -  @ I ~ ( - - 0 )  no �9 (19) Fig. 1 

Die gesamte 1Jberlegnng fibertrggt sieh auf  Abschni t tsmatr izen;  hier ist ~ber 
die Existenz der Diagonalmatr ix  DN bereits gewghrleistet, wenn nur  ~o ungleich 
den ersten N natiirlichen Zahlen ist. Dami t  ist die Behauptung  (II) bewiesen. 
Man kann  nun aus (II)  auf  (I) schliegen, wobei aber die Fglle often bleiben, in 
denen ~ eine natfirliche Zahl ist. 

I s t  dagegen 9 keine natfirliehe Zahl, so lggt  sieh fiir einen Eigenwert  der 
Matrix H der zugeh6rige Eigenvektor  c rekursiv aus dem System (6) best immen, 
wobei man  willkiirlich c o = i vorsehreiben kann. Entsprechend lggt  sich der 
Eigenvektor  g yon  J zu demselben Eigenwert  aus (~t) rekursiv aufbauen,  aus- 
gehend von go = i (g-1 = 0). r und g sind daduroh eindeutig best immt.  ~alls 
aber g Eigenvektor  yon  D zu einem bes t immten Eigenwert  ist, ist D g  Eigen- 
vektor  yon  H zum gleichen Eigenwert  [das folgt aus der ~qnivalenzre]at ion (17)]. 
Da r aber der einzige Eigenvektor  von H zu diesem Eigenwert  ist, nnd da die 
Anwendung  yon  D die Normierung des fiihrenden Entwicklungskoeffizienten auf  
i erhglt, gilt 

c = D g  (20) 

fiir zwei Eigenvektoren c yon H und g yon  J ,  die zum gleiehen Eigenwert  A '  
gehSren, wofern nu t  9 yon  einer ganzen Zahl verschieden ist. 

Die ganze i3berlegung iibertrggt sich wieder sinngemgg auf  Absehni t tsmatr izen 
gleieher Gr613e. 

Die Richtigkeit  der hier abgeleiteten Beziehung (20) kann  man  nun auch 
unmit te lbar  aus (6) und  ( l i )  dutch  vollstgndige Induk t ion  beweisen. 

Mithin sind die Methoden yon  HYLLEI~AAS und  JAFF~ fiir ~ 4 n algebraisch 
gquivalent ;  die ~quivalenz  erstreckt sieh sogar schon auf  Ngherungseigenwerge 
und Ngherungskoeffizienten, wenn diese aus Abschni t tsmatr izen gleiehen Grades 
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bestimmt werden. Dabei ist es selbstverst/~ndlich unerheblieh, ob zur numerischen 
Berechnung der Eigenwerte von Abschnittsmatrizen die Kettenbruchmethode 
(CoLLATZ, S. 415) oder ein anderes Verfahren fiir Jacobische Matrizen verwandt 
wird. Wir bemerken zur Eigenwertberechnung noch, dag die S/~kulargleiehung 
einer Jacobi-Matrix nur dann in eine /iquivalente Kettenbruehreaktion umge- 
wandelt werden kann, solange ocsys+l 4 = 0 fiir alle s ist. In  diesem Fall entspreehen 
die Absehnittsprobleme den N/iherungsbriichen. Im anderen Fall (der ffir nat/ir- 
liches ~ = n eintritt, s. u.) faktorisiert sieh das charakteristisehe Polynom; zu 
jedem Faktor mug dann ein Kettenbruch konstruiert werden. Aus diesem Grunde 
haben wir Matrizen a]s Beweismittel vorgezogen. C o o L ~  [7, 8] geht nieht yon 
Abschnittsmatrizen oder Niiherungskettenbriichen aus, sondern ermittelt Eigen- 
werte nnd Eigenvektoren in einem Gang, indem er das JaffSsche Gleiehungs- 
system (tl) als lineare homogene Differenzengleiehung 2. Ordnnng auffagt. Diese 
Differenzengleichung 16st er dureh eine Methode, die dem Fox-Goodwin-Verfahren 
zur Integration soleher Eigenwert-Differentialgleiehungen Me der radialen 
SehrSdingergleichung bei Zentralproblemen i~hnelt, wo also u. a. das asymptotisehe 
Verhalten der Entwicklungskoeffizienten gn fiir groge n berficksiehtigt wird. 
Man mug mithin die N/~herung hochtreiben, wenn man yon Absehnittsmatrizen 
ausgehen und die l%esultate mit denen yon CooL~Y vergleichen will. 

Wir erwiihnen noeh, dag fiir natfirliches @ = n keine dureh eine einheitliche 
regulgre Diagonahnatrix besehriebene Relation zwisehen allen Eigenvektoren c 
yon H und allen Eigenvektoren g v o n J  bestehen kann. Ffir @ = n zerfa]len n/im- 
lich die Matrizen H und D; sie haben z. B. im Fall m = o die folgende Stufenform : 

/ / =  \ ~ /  ' J = \ 0 [ B ~ /  J , - 1 ,  ~ = an-1 �9 

B1 und B'I sind Tridiagonalmatrizen mit n Reihen (die letzte Zeile tr/~gt die 
Nummer n -  t). Wegen des Zerfallens erhi~lt man die Eigenwerte yon H (bzw.J) 
aus denen yon B1 und B e (bzw. B'I und B'~). B1 und B'I some B~ und B'~ lassen 
sich simultan durch zwei regulgre Diagonalmatrizen ineinander transformieren. 

Teilt man die Eigenvektoren yon H bzw. J danach ein, ob sie zu Eigenwerten 
yon B1 (Fall t) oder yon B 2 (Fall 2) geh6ren, so finder man die (ohne Beweis 
angegebenen) Resultate : 

Im Yall t gilt c~ = D ~  g~ (0 _< k ~ n), D ~  naeh (18) 

c~ = g~ = o (k ~ n). 

Die LSsungen U(#) sind yore T y p e  -pz. Polynom (#), wobei das Polynom vom 
Grad n - t i s t .  (Ira Jaff6-Ansatz (t0) heben sieh die Nenner weg.) 

I m F a l l 2 i s t  c~ = 0  (o_< k < n )  

c~ 4=0. 

Dagegen ist gewig go 4= 0, aber auch gn =t-O. Normiert man jetzt c und g 
derar~, dab cn = gn = ~, so liigt sieh eine singuliire Diagonalmatrix konstruieren, 

die g in c fiberfiihrt; ihre Elemente h~ngen wieder nur yon @ - - n a b .  
P 

Wenn dagegen @ = n, aber m 4= 0 is$, sind zwei oder sogar drei F~ille zu 
unterscheiden. In  nur einem Fall lassen sich die Eigenvektoren durch eine nieht- 
singul~ire Matrix ineinander iiberffihren. Sonst lassen sich nur noch singul/ire 
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Diagonalma~rizen angeben, die entweder c auf g oder g a u f  c projizieren und yon 
Stufe zu Stufe verschieden sind. 

Ein Zusammenhang der hier vergliehenen Methoden yon I-IYLLERAAS (f931) 
und yon JA~sr~ (1933) wurde von JAFF~ keineswegs vermutet .  Er  behauptet  
sogar, der Ansatz (5) yon HYLLERAAS fiihre stets zu einer fiir groBe # divergenten 
geihe. Gleichzeitig verglich er aber die yon tIYLLS~AAS berechneten Werte fiir 
die Potentialkurve des Wasserstoffmolekiilions mit  seinen eigenen Resultaten und 
ste]lte sehr befriedigende 1Jbereinstimmung fest. 

BAseR und ttAssg bewiesen dann t935, dag die I-Iylleraassche Reihe (5) und 
die Jaff6sche Iteihe (10) auch fiir groBe # konvergieren, sofern nur die Ketten- 
bruehrelationen (Plural!) erfiillt sind, die aus (6) bzw. (11) fo]gen. Sic schrciben 
die Kettenbriiche jedoch in einer Form [vgl. dort GI. (18a) his (20) auf  S. 569], 
aus der die Identi t~t  der Kettenbruchrelationen fiir die zwei Anss nicht unmit- 
telbar ersichtlieh ist, und es finder sich auch in der iibrigen Arbeit kein ttinweis 
auf die vSillge Identit/~t der beiden Methoden hinsichtlich der Eigenwertberechnung. 

tIYLLV~RAAS war es sps 1937 bekannt,  dab das System yon JASF~ hinsicht- 
lich der Eigenwertbereehung mit  dem seinigen gleichwertig ist: Er  betont aus- 
driieklich (in [12], S. 141/t42), dag die S/~kulardeterminanten der beiden unend- 
lichen Gleichungssysteme iibereinstimmen. 

Dennoch wurde gegeniiber seiner LSsungsmethode noch einmal ein Einwand 
laut:  I m  Jahre  1939/~ugerte CRAKRAVA~T~, der bei seinen Reehnungen einen Ansatz 
verwendet, welcher dem Jaff6-Ansatz (t0)/~hnelt und auf ein mit  ( i l )  identisehes 
Gleichungssystem fiihrt, die Auffassung, der Ansatz yon HYLLE~A~S f~hre auf  
diejenige LSsung des Zweizentren-Problems, bei dem das Elektron auf das Innerc 
des t~otationsellipsoids # = 3 besehr~nkt sei. Er  bemerkte aber gleiehzeitig: 
,,Peculiarly enough the energy values obtained by  him are in fair agreement with 
the results of the present paper."  

In  dem yon t~. A. BUCKINGtIA~I verfagten Teil , ,Exactly soluble bound state 
problems" des Bandes ,, Quantum Theory I "  yon D. R. BAT~S (t96t) wird sehliel3- 
lieh eine aus der S/~kulargleichung fiir das volle Problem (9) oder direkt aus (6) 
folgende Kettenbruchrelat ion in folgender l~orm angegeben (17uBnote auf S. t29): 

~ 0 +  A' = ~0~ ~Y~ ~Y~ . . . 
(fl~ + A')  - (fi2 + A ' ) - -  (fls + A')  - 

Auf S. t 3 t  finden sieh die Ausdriicke fiir ~s, ~s, ys  i m  l%lle des Hylleraas- 
Ansatzes und die Ausdriicke fiir ~xs, fls, y s  im Falle des Jaff6-Ansatzes (yon uns 
als ~Xs', fis ~, y J  bezeichnet). Es wird dabei bemerkt,  dab (nach unserer Bezeich- 
nungsweise)/~s r =/~s ist. Ein ausdriicklicher Itinweis auf die Identit/~t der ent- 
sprechenden beiden Kettenbruehrelationen fehlt aber. 

Die Feststellung, dab auBer/3s ~ = fis auch noeh ~s ~ y~+l = ~xs ys+~ gilt, bewog 
uns zur Suche nach einer Matrix, welche die t tylleraas-Matrix H in die 5aff6- 
Matrix J transformiert.  
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